
SSiimmppllee  HHaarrmmoonniicc  MMoottiioonn  
  

HHaarrmmoonniicc  OOsscciillllaattoorrss  
  

••  OObbeeyy  HHooookkee’’ss  LLaaww  xkF rr
−=   

••  SSiimmppllee  hhaarrmmoonniicc  oosscciillllaattoorrss  aarree  ffrreeee--rruunnnniinngg  aanndd  ccoonnsseerrvvaattiivvee,,  ii..ee..,,  nnoo  rreessiissttiivvee  ffoorrcceess  aarree  
pprreesseenntt..    

••  LLiigghhtt,,  ssoouunndd,,  ssuussppeennssiioonn,,  uunniiffoorrmm  cciirrccuullaarr  mmoottiioonn  aallll  qquuaannttuumm  pphheennoommeennaa  aarree  ggoovveerrnneedd  bbyy  
hhaarrmmoonniicc  mmoottiioonn  

••  PPeerriiooddiicc  mmoottiioonn  wwiitthh  aaddddiittiioonnaall  ccoonnssttrraaiinnttss  
  

  
  
CCoouurrtteessyy  ooff  RRoodd  NNaavvee,,  GGeeoorrggiiaa  SSttaattee  UUnniivveerrssiittyy  
hhttttpp::////hhyyppeerrpphhyyssiiccss..pphhyy--aassttrr..ggssuu..eedduu//hhbbaassee//ppeerrmmoott..hhttmmll##ppeerrmmoott  
  
AAllssoo  cchheecckk  oouutt::    
  
hhttttpp::////wwwwww..kkeetttteerriinngg..eedduu//~~ddrruusssseellll//DDeemmooss//SSHHOO//mmaassss..hhttmmll  
hhttttpp::////mmoonneett..pphhyyssiikk..uunniibbaass..cchh//~~eellmmeerr//ppeenndduulluumm//hhaarrmmoosscc..hhttmm  
hhttttpp::////wweebbpphhyyssiiccss..ddaavviiddssoonn..eedduu//AApppplleettss//TTaaiiwwaannUUnniivv//sspprriinnggWWaavvee//sspprriinnggWWaavvee..hhttmmll  
hhttttpp::////wwwwww..kkeetttteerriinngg..eedduu//~~ddrruusssseellll//DDeemmooss//SSHHOO//mmaassss--ffoorrccee..hhttmmll  
hhttttpp::////wwwwww..pphhyyssiiccss..nnmmtt..eedduu//~~rraayymmoonndd//ccllaasssseess//pphh1133xxbbooookk//nnooddee111177..hhttmmll  
hhttttpp::////wwwwww..sstteeddwwaarrddss..eedduu//sscciieennccee//ddnnaapplleess//ddee__hhttmmll//cchhaapptteerr__44//sseecc__44__11//sseeccttiioonn__441111..hhttmm  

  



SSHHOO  eeqquuaattiioonnss::    
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TThhee  llaatttteerr  eeqquuaattiioonn  iiss  oofftteenn  wwrriitttteenn::                02

2

=+ x
m
k
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xd

  

  
AAnn  aalltteerrnnaattiivvee  ffoorrmm  ooff  HHooookkee’’ss  LLaaww::                0=+ kxxm &&   
  

••  PPhhyyssiiccaallllyy  ssiimmppllee  hhaarrmmoonniicc  mmoottiioonn  iiss  vveerryy  ssiimmiillaarr  ttoo  uunniiffoorrmm  cciirrccuullaarr  mmoottiioonn  aanndd  iitt  iiss  eeaassyy  ttoo  
sshhooww  tthhaatt  ddiissppllaacceemmeenntt,,  vveelloocciittyy  aanndd  aacccceelleerraattiioonn  vvaarryy  aass  ssiinneess  aanndd  ccoossiinneess..    

••  MMaatthheemmaattiiccaallllyy  iitt  mmaayy  bbee  sshhoowwnn  tthhaatt  tthheerree  aarree  vvaarriioouuss  ffaammiilliieess  ooff  ssoolluuttiioonnss  ttoo  tthhee  eeqquuaattiioonnss  
aabboovvee,,  ssoommee  iinnvvoollvviinngg  ssiinneess  aanndd  ccoossiinneess  aanndd  ootthheerr  iinnvvoollvviinngg  ootthheerr  ffuunnccttiioonnss..  AAmmoonngg  tthheemm::    

  
  )cos()( tAtx ω= oorr  )cos()( θAtx =           ((11))  
  )sin()( tAtx ω=               ((22))    
  )sin()cos()( tBtAtx ωω +=     ((aa  lliinneeaarr  ccoommbbiinnaattiioonn  ooff  11  aanndd  22))  ((33))  
  )cos()( αω += tAtx   ((αα  iiss  aa  pphhaassee  aannggllee))        ((44))  
  )sin()( αω += tAtx               ((55))  
  )sin()cos()( αωαω +++= tBtAtx           ((66))  

  
wwhheerree  AA  aanndd  BB  aarree  ccoonnssttaannttss  wwhhiicchh  mmuusstt  bbee  ddeetteerrmmiinneedd..  SSiinnccee  aallll  ooff  tthheessee  ssoolluuttiioonnss  yyiieelldd  
ddiissppllaacceemmeenntt  aass  aa  ffuunnccttiioonn  ooff  ttiimmee  iitt  ffoolllloowwss  tthhaatt::    

  

        
)sin()cos()()(

)cos()sin()()(
22 tBtAtxta

tBtAtxtv
ωωωω

ωωωω
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AA  aanndd  BB  aarree  ccoommppoonneennttss  ooff  tthhee  aammpplliittuuddee  oorr  mmaaxxiimmuumm  ddiissppllaacceemmeenntt  ooff  tthhee  SSHHOO..  SSoommeettiimmeess  
tthheessee  ccoonnssttaannttss  aarree  rreeffeerrrreedd  ttoo  aass  CC11  aanndd  CC22..    

  
hhttttpp::////hhyyppeerrtteexxttbbooookk..ccoomm//cchhaaooss//4411..sshhttmmll  
SSiimmppllee  HHaarrmmoonniicc  mmoottiioonn  iiss  aannaallooggoouuss  ttoo  uunniiffoorrmm  cciirrccuullaarr  mmoottiioonn  aanndd  tthhiiss  iiss  uusseeffuull  iinn  vviissuuaalliizziinngg  aa  
ssoolluuttiioonn  ttoo  ppoossiittiioonn,,  vveelloocciittyy  aanndd  aacccceelleerraattiioonn  aass  ffuunnccttiioonnss  ooff  ttiimmee..    
  
  
  
  
  
  
  
  
  

ωt = θ 

Acos(ωt ) 



••  SSiinnccee  bbootthh  ppaarrttiicclleess  hhaavvee  tthhee  ssaammee  mmoottiioonn  iinn  tthhee  hhoorriizzoonnttaall  ddiirreeccttiioonn  tthhee  cciirrccuullaarr  ffuunnccttiioonnss  
((ssiinn  aanndd  ccooss))  mmaayy  bbee  uusseedd  ttoo  ddeessccrriibbee  tthhee  ddiissppllaacceemmeenntt  ooff  tthhee  ppaarrttiiccllee  iinn  tteerrmmss  ooff  ssoommee  
mmaaxxiimmuumm  ddiissppllaacceemmeenntt  ((AA))  wwiitthh  rreessppeecctt  ttoo  aann  eeqquuiilliibbrriiuumm  ppoossiittiioonn..    

••  TThhee  pprroojjeeccttiioonn  ooff  AA  ddoowwnn  oonnttoo  tthhee  hhoorriizzoonnttaall  lliinnee  vvaarriieess  iinn  lleennggtthh  aass  xx  ==  AAccooss((ωωtt))    
  

x = 0
(undisturbed)
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••  WWhheenn  tthhee  ppaarrttiiccllee  ppaasssseess  tthhrroouugghh  xx  ==  00,,  FF  ==  00,,  aa  ==  00,,  aanndd  vv  ==  vvmmaaxx    
••  WWhheenn  tthhee  ppaarrttiiccllee  ppaasssseess  tthhrroouugghh  xx  ==  ±±  AA,,  FF==  FFmmaaxx,,  aa  ==  aammaaxx,,  vv  ==  00  ((HHooww  ccaann  vveelloocciittyy  bbee  zzeerroo  

wwhheenn  aacccceelleerraattiioonn  iiss  aatt  aa  mmaaxxiimmuumm  vvaalluuee??))..    
••  LLiinneeaarr  ffrreeqquueennccyy,,  ff,,    iiss  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  oosscciillllaattiioonnss  ppeerr  sseeccoonndd  ooff  aa  ffrreeee--rruunnnniinngg  ssyysstteemm  

••  AAnngguullaarr  ffrreeqquueennccyy,,  ωω  ==  22ππff  ==  
m
k

  

••  TThhee  ppeerriioodd,,  TT,,  iiss  tthhee  aammoouunntt  ooff  ttiimmee  iitt  ttaakkeess  ffoorr  oonnee  ffuullll  ccyyccllee  ooff  oosscciillllaattiioonn..    
••  TThhee  nnaattuurraall  ffrreeqquueennccyy  ooff  aa  SSHHOO  iiss  tthhee  ffrreeqquueennccyy  tthhaatt  ffoorr  aa  ggiivveenn  mmaassss//sspprriinngg  ccoommbbiinnaattiioonn  

oosscciillllaatteess,,  ωω00  ==  22ππff00  ==  
m
k

==  
inertia

elasticity
  

••  aammaaxx  ooccccuurrss  aatt  aann  aanngguullaarr  ddiissppllaacceemmeenntt  ooff  ππ  rraadd  aanndd  vvmmaaxx  ooccccuurrss  aatt  aann  aanngguullaarr  ddiissppllaacceemmeenntt  ooff  
ππ//22  rraadd  

  



EExxaammppllee  11    AA  gguuiittaarr  ssttrriinngg  oosscciillllaatteess  hhaarrmmoonniiccaallllyy  wwiitthh  aa  ffrreeqquueennccyy  ooff  551122  HHzz  ((tthhee  CC  nnoottee  aabboovvee  
mmiiddddllee  CC))..  IIff  tthhee  aammpplliittuuddee  ooff  oosscciillllaattiioonn  ooff  tthhee  cceenntteerr  ppooiinntt  ooff  tthhee  ssttrriinngg  iiss  00..000022mm,,  ffiinndd  tthhee  
mmaaxxiimmuumm  vveelloocciittyy  ooff  tthhee  ssttrriinngg  aanndd  tthhee  mmaaxxiimmuumm  aacccceelleerraattiioonn  ooff  tthhee  ssttrriinngg..    
  
IInn  oorrddeerr  ttoo  ffiinndd  tthhee  ddeessiirreedd  vvaalluueess  wwee  mmuusstt  ffiirrsstt  ssoollvvee  ffoorr  tthhee  ccoonnssttaannttss  AA  aanndd  BB  uussiinngg  iinniittiiaall  
ccoonnddiittiioonnss..  EEvveenn  tthhoouugghh  iitt’’ss  ppoossssiibbllee  ttoo  ddoo  tthhiiss  iinnttuuiittiivveellyy  ((tthhee  aammpplliittuuddee  ooff  oosscciillllaattiioonn  iiss  ggiivveenn))  lleett’’ss  
sshhooww  tthhaatt  tthhee  aammpplliittuuddee  iiss  aallll  rreepprreesseenntteedd  bbyy  oonnee  ccoonnssttaanntt..  
  
AAtt  ttiimmee  tt  ==  00::  ff  ==  551122  HHzz,,  xx  ==  00..000022mm,,  vv  ==  00    
  

)sin()cos()( tBtAtx ωω += )0()1(002.0)0sin()0cos(002.0 BABA +=∴+=∴   
  
ssoo  AA  ==  00..000022mm  
  
NNooww  lleett’’ss  sseeee  wwhhaatt  tthhee  vvaalluuee  ooff  BB  iiss::  
  

BBtBtAtv ωωωωωωω =∴+−=∴+−= 0)0cos()0sin(002.00)cos()sin()(   
  
aanndd  ssiinnccee  ωω  ≠≠  00,,  BB  ==  00mm  
  
SSoo  wwee’’vvee  vveerriiffiieedd  tthhaatt  AA  iiss  tthhee  aammpplliittuuddee  aanndd  BB  eeqquuaallss  zzeerroo..    
  
NNoottee::  ωω  ==  22ππff  ==  11002244ππ  rraadd//ss  
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FFiinnaallllyy::    
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EExxaammppllee  22    AA  ppiissttoonn  eexxeeccuutteess  SSHHMM  wwiitthh  aann  aammpplliittuuddee  ooff  00..11  mmeetteerrss..  IIff  iitt  ppaasssseess  tthhrroouugghh  tthhee  
cceenntteerr  ooff  mmoottiioonn  wwiitthh  aa  vveelloocciittyy  ooff  00..55  mm//ss,,  ffiinndd  tthhee  ppeerriioodd,,  TT..    
  
AAtt  ttiimmee  tt  ==  00::    xx  ==  00..  11mm,,  vv  ==  00    
  

)sin()cos()( tBtAtx ωω += )0()1(1.0)0sin()0cos(1.0 BABA +=∴+=∴ ssoo  AA  ==  00..11mm  
  
BByy  tthhee  ssaammee  mmeetthhoodd  aass  iinn  EExxaammppllee  11,,  iitt  mmaayy  bbee  sshhoowwnn  tthhaatt  BB  ==  00  
  
vv  @@  ωωtt  ==  ππ//22  ==  00..55  mm//ss..    

( ) sradtBtAtv /51.05.00
2

sin1.05.0)cos()sin()( =∴−=∴+⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛−=∴+−= ωωπωωωωω     

NNoottee::  tthhee  mmiinnuuss  ssiiggnn  wwaass  ddrrooppppeedd,,  wwhhyy??  
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EExxaammppllee  33    RReeccaallll  tthhaatt  CC11  aanndd  CC22  ((AA  aanndd  BB  iinn  tthhee  pprreevviioouuss  eexxaammpplleess))  aarree  ccoommppoonneennttss  ttoo  tthhee  
iinnssttaannttaanneeoouuss  aammpplliittuuddee  ffoorr  aa  SSHHOO  iinn  tthhee  ssoolluuttiioonn  eeqquuaattiioonnss  uusseedd  iinn  tthhee  pprreevviioouuss  eexxaammpplleess..  WWhhaatt  iiff  
CC11  aanndd  CC22  aarree  bbootthh  nnoonn--zzeerroo??  
  

tAtAtx
tAtAtx

tAtx

ωαωα
αωαω

αω

cossinsincos)(
sincoscossin)(

)sin()(
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∴∴ )sin()cos()( tBtAtx ωω +=   
  
SSoo::  )sin()cos()( tBtAtx ωω +=   
  )sin()cos()( αωαω +++= tBtAtx   
  )sin()( αω += tAtx   
  
AArree  aallll  eeqquuaallllyy  vvaalliidd  ((aanndd  iinn  ffaacctt  tthhee  ssaammee))  ssoolluuttiioonnss  ttoo  tthhee  SSHHOO  eeqquuaattiioonn  ddeerriivveedd  ffrroomm  HHooookkee’’ss  LLaaww  

wwhheerree  aammpplliittuuddee,,  2
2

2
1 CCA += ..    

  
CCoouulldd  yyoouu  hhaavvee  pprreeddiicctteedd  tthhiiss  rreessuulltt  ggiivveenn  tthhee  oorrtthhooggoonnaall  rreellaattiioonnsshhiipp  bbeettwweeeenn  tthhee  ssiinnee  aanndd  ccoossiinnee  
ffuunnccttiioonnss??  
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EExxaammppllee  44    AA  ssyysstteemm  eexxeeccuutteess  SSHHMM  wwiitthh  aann  aanngguullaarr  ffrreeqquueennccyy  ooff  55  rraadd//ss..  IIff  iitt  ppaasssseess  tthhrroouugghh  tthhee  
eeqquuiilliibbrriiuumm  ppoossiittiioonn  wwiitthh  aa  vveelloocciittyy  ooff  00..55  mm//ss,,  ffiinndd  tthhee  aammpplliittuuddee  ooff  tthhee  ssyysstteemm  
  
AAtt  ttiimmee  tt  ==  00::    xx  ==  00..  00mm,,  vv  ==  00..55mm//ss,,  ωω  ==  55ss--11  

  
)sin()cos()( tBtAtx ωω += )0()1(0.0)0sin()0cos(0.0 BABA +=∴+=∴ ssoo  AA  ==  00..00mm  

  
vv  @@  ωωtt  ==  00  ((bbeeccaauussee  θθ  ==  00  aatt  tthhee  eeqquuiilliibbrriiuumm  ppoossiittiioonn  wwhhiicchh  iiss  wwhheerree  tthhee  ssyysstteemm  iiss  aatt  tt  ==  00))  ==  00..55mm//ss  
  

( ) ( ) ( ) mBBsBtBtAtv 1.0155.00cos05.0)cos()sin()( 1 =∴=∴+=∴+−= −ωωωωω     
  
SSoo  tthhee  aammpplliittuuddee  ooff  tthhee  ssyysstteemm  iiss  00..11  mmeetteerrss  



DDaammppeedd  HHaarrmmoonniicc  OOsscciillllaattoorrss    
  
AA  ddaammppeedd  hhaarrmmoonniicc  oosscciillllaattoorr  ddooeess  nnoott  rruunn  ffrreeee..  TThhee  aammpplliittuuddee  ooff  eeaacchh  ssuucccceessssiivvee  oosscciillllaattiioonn  iiss  lleessss  
tthhaatt  tthhee  oonnee  pprreecceeddiinngg  iitt..  SSuucchh  aa  hhaarrmmoonniicc  ssyysstteemm  iiss  ddeessccrriibbeedd  bbyy  tthhee  eeqquuaattiioonn::    
  

0kxxcxm =++ &&&   
  
wwhheerree  cc  iiss  aa  ddaammppiinngg  ffaaccttoorr  tthhaatt  ccoonnttrroollss  tthhee  ddeeccaayy  ooff  
ssuucccceessssiivvee  oosscciillllaattiioonnss..    
  

  
  
  
  
  

••  uunnddeerrddaammppeedd  
••  oovveerrddaammppeedd  
••  ccrriittiiccaallllyy  

ddaammppeedd  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
CCoouurrtteessyy  ooff  RRoodd  NNaavvee,,  GGeeoorrggiiaa  SSttaattee  UUnniivveerrssiittyy  
hhttttpp::////hhyyppeerrpphhyyssiiccss..pphhyy--aassttrr..ggssuu..eedduu//hhbbaassee//oossccddaa..hhttmmll    



TThhrreeee  ppoossssiibbllee  vvaalluueess  ffoorr  tthhee  ddiissccrriimmiinnaanntt  iinn  tthhee  ssoolluuttiioonn  qquuaaddrraattiicc  ffoorr  aa  DDHHOO::  
  
II  042 >− mkc   oovveerrddaammppeedd  
IIII  042 =− mkc   ccrriittiiccaall  ddaammppiinngg  
IIIIII  042 <− mkc   uunnddeerrddaammppeedd  
  
FFoorr  aa  ddaammppeedd  oosscciillllaattoorr,,  iitt  mmaayy  bbee  sshhoowwnn  tthhaatt  aa  ssoolluuttiioonn  ttoo::  
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NNooww  ssuubbssttiittuuttee  iinnttoo::  02 2
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EExxaammppllee  55    AA  mmoottoorrccyyccllee  ssuussppeennssiioonn  iiss  ccrriittiiccaallllyy  ddaammppeedd..  TThhee  ppeerriioodd  ooff  ffrreeee  oosscciillllaattiioonn  ffoorr  tthhee  
ssyysstteemm  ((wwhheenn  tthhee  ddaammppiinngg  iiss  ttuurrnneedd  ooffff))  iiss  11  sseeccoonndd..  IIff  tthhee  wwhheeeell  iiss  ddiissppllaacceedd  ffrroomm  eeqquuiilliibbrriiuumm  55  
ccmm,,  aanndd  tthhee  ddaammppeedd  ssyysstteemm  iiss  aalllloowweedd  ttoo  rreettuurrnn  tthhee  wwhheeeell  ttoo  iittss  eeqquuiilliibbrriiuumm  ppoossiittiioonn  ((ssttaarrttiinngg  wwiitthh  aa  
vveelloocciittyy  ooff  zzeerroo))  ffiinndd  iittss  ddiissppllaacceemmeenntt  ffrroomm  eeqquuiilliibbrriiuumm  aafftteerr  oonnee  sseeccoonndd..  
  
IInn  tthhee  ccaassee  ooff  aa  ccrriittiiccaallllyy  ddaammppeedd  oosscciillllaattoorr  tthhee  ttwwoo  rroooottss  ttoo  tthhee  aauuxxiilliiaarryy  eeqquuaattiioonn  aarree  eeqquuaall  ttoo  

eeaacchh  ootthheerr..  IItt  mmaayy  bbee  eeaassiillyy  sshhoowwnn  tthhaatt::  
0

021 T
2

m
k

m2
cqq πω ===== ..    

HHeennccee::  1s2
m2
c −= π ffoorr  aa  ppeerriioodd  ((TT00))  ooff  11  sseeccoonndd..    NNooww  rreeccaallll  tthhaatt  ffoorr  aa  ddaammppeedd  oosscciillllaattoorr  

ddiissppllaacceemmeenntt  aass  aa  ffuunnccttiioonn  ooff  ttiimmee  mmaayy  bbee  eexxpprreesssseedd  aass::    
  

( )tCCe)t(x 21
t += −λ   

  

wwhheerree  1s2
m2
c

m
k −=== πλ ..    

  
WWee  nneeeedd  ttoo  ffiinndd  CC11  aanndd  CC22..  TToo  ddoo  tthhiiss  wwee  wwiillll  eevvaalluuaattee  tthhee  bboouunnddaarryy  ccoonnddiittiioonnss..  FFoorr  tt  ==  00::  
  

( ))0(CCe)0(x 21
0 += −     

  
wwhhiicchh,,  wwhheenn  eevvaalluuaatteedd  yyiieellddss::    
  

( )1C)0(x =   
  oorr  CC11  ==  00..0055mm  
  
TToo  ffiinndd  CC22  wwee  ddiiffffeerreennttiiaattee::  
  

( ) t
212 etCCC)t(v)t(x λλλ −−−==&   

  
wwhhiicchh,,  wwhheenn  eevvaalluuaatteedd  aatt  tt  ==  00  ((wwhheenn  tthhee  vveelloocciittyy  iiss  aallssoo  00)),,  yyiieellddss::    
  

( ) 0CC)0(v 12 =−= λ   
  

ssoo  tthhaatt  ( )cm5CC 12 λλ ==   
  
PPuuttttiinngg  aallll  ooff  tthhiiss  ttooggeetthheerr  aatt  ttiimmee  tt  ==  11  yyiieellddss::    
  

( )( )( )tcm5s2cm5e)t(x 1ts2 1 −− +=
−

ππ   
  

ts21 1
e)ts21(cm5)t(x

−−−+= ππ   
  

cm.).(cm)(x 06800136051 ==   
  
TThhee  ssyysstteemm  hhaass  eesssseennttiiaallllyy  rreettuurrnneedd  ttoo  eeqquuiilliibbrriiuumm..    



EEnneerrggyy  ooff  aa  SSHHOO  
  
FFoolllloowwiinngg  tthhee  SSHHMM  aassssuummppttiioonnss,,  PPEE  aanndd  KKEE  aarree  ccoonnsseerrvveedd  iinn  aa  ssiimmppllee  hhaarrmmoonniicc  oosscciillllaattoorr  aanndd    
  
  

EE  ==  PPEE  ++KKEE  oorr  EE  ==  KK  ++  UU  
  

SSiinnccee    

2

2

2
1
2
1

kxPE

mvKE

−

=
  

  

== 2

2
1 mvKE   ( ))(sin

2
1 222 αωω +tAm   

== 2

2
1 kxPE   ( ))(cos

2
1 22 αω +tAk   

  
BBeeccaauussee  tthhee  ssqquuaarreess  aarree  aallwwaayyss  ppoossiittiivvee,,  KK  aanndd  UU  aarree  aallwwaayyss  ppoossiittiivvee..  
  
TToottaall  EEnneerrggyy::  EE  ==  KK  ++  UU    
  

EE  ==  ( ))(sin
2
1 222 αωω +tAm ++  ( ))(cos

2
1 22 αω +tAk   

  

NNoottee::  
m
k

=2ω   

  

EE  ==  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + )(sin

2
1 22 αωtA

m
km   ++  ( ))(cos

2
1 22 αω +tAk   

EE  ==  )(sin
2
1 22 αω +tkA   ++  )(cos

2
1 22 αω +tkA   

EE  ==  )((sin
2
1 22 αω +tkA   ++  ))(cos2 αω +t     

NNoottee::  1cossin 22 =+ αα   

EE  ==  2

2
1 kA   

  
TToottaall  eenneerrggyy  iiss  ccoonnssttaanntt  aanndd  iiss  ccoonnttiinnuuoouussllyy  bbeeiinngg  ccoonnvveerrtteedd  ffrroomm  kkiinneettiicc  ttoo  ppootteennttiiaall  aanndd  vviiccee  
vveerrssaa..  



RReessoonnaannccee  iinn  HHaarrmmoonniicc  SSyysstteemmss  ––  DDrriivveenn  OOsscciillllaattoorrss  
  
SSoo  ffaarr  wwee  hhaavvee  llooookk  aatt  ttwwoo  ttyyppeess  ooff  SSHHMM,,  aa  ffrreeee  rruunnnniinngg  SSHHOO  aanndd  aa  DDaammppeedd  HHOO..  AA  tthhiirrdd  ccaassee  ooff  
hhaarrmmoonniicc  mmoottiioonn  bbeeaarrss  eexxaammiinnaattiioonn  eevveenn  aatt  tthhee  iinnttrroodduuccttoorryy  lleevveell,,  tthhaatt  ooff  aa  ffoorrcceedd  oosscciillllaattoorr..    
  
CCoonnssiiddeerr  tthhee  mmaassss//sspprriinngg  ssyysstteemm  iilllluussttrraatteedd  bbeellooww..    

x = 0
(undisturbed)

-x

+x

1

2

3

F

F

  
••  WWhhaatt  iiff,,  iinnsstteeaadd  ooff  aalllloowwiinngg  tthhiiss  ssyysstteemm  ttoo  oosscciillllaattee  uunnddiissttuurrbbeedd  aatt  iittss  nnaattuurraall  ffrreeqquueennccyy,,  

ωω00,,  iitt  wwaass  ppeerriiooddiiccaallllyy  ddiissttuurrbbeedd  bbyy  aa  ffoorrccee  aaccttiinngg  ffrroomm  tthhee  rriigghhtt..    
••  WWee  ccoouulldd  ccoonnjjuurree  uupp  aa  ppeerrttuurrbbiinngg  ffoorrccee  tthhaatt  aaccttss  aass  aa  ppeerriiooddiicc  ddiissppllaacceemmeenntt  ooff  tthhee  mmaassss  bbyy  

tthhee  ffoorrccee  bbyy  aa  ssiinnuussooiiddaall  ffaaccttoorr  ooff  )(cos0 tdd Fω=   
••  OOtthheerr  nnoonn--hhaarrmmoonniicc  ddrriivviinngg  ffoorrcceess  aarree  ppoossssiibbllee  bbuutt  aarree  mmuucchh  mmoorree  ccoommpplleexx  ttoo  eexxaammiinnee  

rreeqquuiirriinngg  FFoouurriieerr  SSeerriieess  aannaallyyssiiss..    
••  TThhiiss  ffoorrccee  ccoouulldd  hhaavvee  aa  ppeerriioodd,,  ωωff,,  ggrreeaatteerr  tthhaann,,  lleessss  tthhaann,,  oorr  eeqquuaall  ttoo  tthhee  nnaattuurraall  ffrreeqquueennccyy  

ooff  tthhee  oosscciillllaattoorr..    
••  TThhee  bbeehhaavviioorr  ooff  tthhee  ddrriivveenn  hhaarrmmoonniicc  ssyysstteemm  vvaarriieess  wwiitthh  eeaacchh  ooff  tthheessee  ccaasseess..  

  



DDEE’’ss  ffoorr  ffoorrcceedd  hhaarrmmoonniicc  mmoottiioonn  
  

)cos(0 tfkxxm ω=+&&     ((11))  

)cos(0 tfkxxxm ωβ =++ &&&   ((22))  
tiefkxxxm ωβ 0=++ &&&     ((33))  

TThhee  sstteeaaddyy  ssttaattee  ssoolluuttiioonn  ffoorr  ((22))  iiss::  )cos()( αω += tAtx   wwhheerree  

( )
2

22
0

2

0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−

=

m

m
F

A
βωωω

  

HHeerree  
m
k

=0ω   iiss  tthhee  ffrreeqquueennccyy  ooff  tthhee  uunnddaammppeedd  oosscciillllaattoorr  ((ββ  ==  00))..  CCaann  yyoouu  sshhooww  tthhaatt  tthhiiss  iiss  aa  

vvaalliidd  ssoolluuttiioonn??  
  
  

••  IInn  tthhee  ccaassee  ooff  ddaammppiinngg,,  tthhee  ddaammppeedd  oosscciillllaattoorr  bbeeiinngg  ddrriivveenn  bbyy  aann  eexxtteerrnnaall  ffoorrccee  ddooeess  nnoott  
aacctt  lliikkee  aa  nnoorrmmaall  ddaammppeedd  oosscciillllaattoorr  ssiinnccee  tthhee  ddrriivviinngg  ffoorrccee  hhaass  eennoouugghh  eenneerrggyy  ttoo  oovveerrccoommee  
tthhee  eenneerrggyy  lloosstt  ttoo  ddaammppiinngg..    

••  TThhee  ssyysstteemm  oosscciillllaatteess  aatt  tthhee  ddrriivviinngg  ffrreeqquueennccyy,,ωω..  FFoorr  
ssmmaallll  vvaalluueess  ooff  ββ  tthhee  aammpplliittuuddee  bbeeccoommeess  vveerryy  llaarrggee  wwhheenn  ωω  
aapppprrooaacchheess  ωω00..TThhiiss  ccoonnddiittiioonn  iiss  kknnoowwss  aass  rreessoonnaannccee  wwiitthh  
ωω00  bbeeiinngg  tthhee  rreessoonnaanntt  ffrreeqquueennccyy  ooff  tthhee  ssyysstteemm..    

••  AAtt  rreessoonnaannccee  eenneerrggyy  ffrroomm  tthhee  ddrriivviinngg  ffoorrccee  iiss  bbeeiinngg  
ttrraannssffeerrrreedd  iinnttoo  tthhee  ssyysstteemm  uunnddeerr  tthhee  mmoosstt  ffaavvoorraabbllee  
ccoonnddiittiioonnss  

••  TThhee  sshhaappee  ooff  tthhee  rreessoonnaannccee  ccuurrvvee  ddeeppeennddss  oonn  tthhee  ssiizzee  ooff  
ββ  

••  TThhee  sshhaarrppnneessss  ooff  tthhee  rreessoonnaannccee  ppeeaakk  iiss  kknnoowwnn  aass  tthhee  
qquuaalliittyy  ffaaccttoorr    

  
FFrroomm::  PPhhyyssiiccss  ffoorr  SScciieennttiissttss  aanndd  
EEnnggiinneeeerrss,,  33rrdd  EEdd..  SSeerrwwaayy  


